Optimering

Ud fra den aflede funktion er det relativt nemt, at bestemme en funktions mo-
notoniforhold samt at finde minimum og maksimumpunkter. Dette gor diffe-
rentialregning et oplagt veerktej til at lose optimeringsproblemer, som typisk
gér ud pa at bestemme en funktions minimum- eller maksimumpunkt. For at
illustrere et typisk optimeringsproblem fremszettes folgende eksempel.

En landmand har en mark, der steder op til et lige vandleb, hvor han gerne
vil holde keer pa en del af marken. Landmanden har 120 meter tradhegn til at
indhegne et sa stort et areal som muligt i form af en rektangel, hvor den ene
side udgeres af vandlebet og de tre andre sider af tradhegnet. Bestem leengde
og bredde saledes at arealet bliver storst mulig.

Med variablerne x og y, der repraesenterer de to sideleengder pa rektanglet,
samt variablen A, der repraesenterer det areal som hegnet omkredser, kan man
opstille to ligninger for hhv. leengden af hegnet og arealet af rektanglen:

{ 2.2 +y=120

A=x-y

Ligningerne reduceres til én ligning ved forst, at omskrive den forste ligning:
2-z4+y=120 & y=120-2-z

Ligningen kan nu bruges til at udskifte y-variablen i den anden ligning:

A=z-(120-2-2)=120-2 —2- 22

Arealet af indhegningen kan nu beregnes ved A = f(x) hvor funktionen f har
forskriften:

f(z)=120-2 —2-2?

Grafen for funktionen A = f(z) er en parabel med et enkelt maksimumpunkt
som kan ses i figuren nedenfor.
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Forskriften for den afledede funktion f’ kan nu bestemmes ved at differentiere
funktionsforskriften for f:

I
fl(z) = (120~m—2-x2) —120—4 -2

Den afledede funktion beskriver altsa hvordan arealet eendrer sig nar sideleeng-
den z eendrer sig. Idet grafen for funktionen y = f(x) er en parabel med et
maksimumpunkt, kan z-veerdien for maksimumpunktet findes ved at lose lig-
ningen f'(z) = 0:

fllxy=0 = 120—-4-2=0 < x=30

Det er heraf bestemt at den ene sideleengde x skal veere 30 meter. Denne veerdi
kan nu indseettes i den oprindelige ligning for hegnets leengde for at bestemme
den anden sideleengde y:

2.30+y=120 = y=060

Heraf ses at den anden sideleengde y skal veere 60 meter. Losningen pé opti-
meringsproblemet er altsd et rektangel med sideleengderne af 30 og 60 meter
hvor der skal opseettes hegn pa de to sider af 30 meter samt en af siderne af
60 meter. Det samlede inhegnede areal kan nu bestemmes ved at indseette de
fundne sideleengder i ligningen for arealet:

A =30-60 = 1800
Det storste areal, der kan indhegnes, er saledes beregnet til 1800 kvadratmeter.

Som det kan ses af eksemplet ovenfor indeholder losningen af optimeringspro-
blemer ofte mange trin. For at fa et overblik over en metode til at lose en del
men ikke alle optimeringsproblemer opstilles folgende fremgangsmade:

Losning af optimeringsproblemer
Optimeringsproblem kan ofte men ikke altid loses ved felgende frem-
gangsmade:

1. Hvis muligt tegn en skitse der giver et overblik over problemstil-
lingen.

2. Undersog hvilke variable der indgar i problemet og bestem hvil-
ken variabel der skal minimeres/maksimeres m og hvilken varia-
bel der skal optimeres x.

3. Anvend evt. information fra opgaven til at opstille ligninger der
angiver sammenhangen mellem alle variablerne.

4. Reducer ligningerne til en enkelt ligning, der beskriver sammen-
heengen mellem den variabel, der skal minimeres/maksimeres og
den variabel, der skal optimeres ved m = f(x). Angiv forskriften
for f.

5. Bestem minimum/maksimums punktet af optimeringsfunktio-
nen f ved at lese ligningen f’(2qp) = 0 for vaerdien zpt.

6. Beregn minimum/maksimum-verdien af den variabel der skal
minimeres/maksimeres ved mmin = f(Zopt)-



