Afledte funktioner

Nér man bestemmer differentialkvotienten af en funktion tager man udgangs-
punkt i et enkelt fikspunkt z¢. Man kan dog veelge fikspunktet til hvilken som
helst veerdi i definitionsmeengden for funktionen f. I figuren nedenfor ses, i
den overste graf, en funktion hvor tangentlinjen i tre forskellige punkter er vist
med sma linjestykker. I figurens nederste graf er haeldningen, dvs. differential-
kvotienten, for disse tangentlinjer afsat som punkter sammen med en stiplet
linje, som viser den funktion, der angiver differentialkvotienten, dvs. haeldnin-
gen, af funktionen f for hvert z-veerdi.
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Denne nye funktion for differentialkvotienten af f kaldes den afledte funktion
og skrives ved f’, der leeses som " f-maerke".

Algebraisk bestemmes den afledte funktion ved at indseette variablen « i diffe-

rentialkvotienten:
iy~ Y
7@ = (@)

Ud fra definitionen af differentialkvotienten hvor x( altsd nu er erstattet af x
opnas en formel angiver hvordan den afledte funktion f’ beregnes:

f’(x) ~ lim <f(x—|—Ax) —f(a:))

Az—0 Ax

Bemeerk her at den eneste forskel fra formlen for differentialkvotienten er, at
veerdien z er erstattet af variablen z. For at beregne den afledte funktion an-
vendes samme fremgangsmdde som for differentialkvotienten. I forleengelse
af eksemplet for beregning af differentialkvotienten af funktionen f(z) = 2

beregnes nu den afledte funktion f’.

Funktionsforkriften f(z) anvendes i formlen for den afledte funktion til at opna
et konkret udtryk for funktionsveerdierne f(z + Ax) og f(z) hvorefter greense-
veerdien udregnes:

P ((m+Aac)2 = (@2)

Ax

) (ac2+Ax2+2~x-Aa:—x2>
= lim

Ax—0 Ax
= lim (Ax+2-2)=2-x

x—0

Forskriften for den afledte funktion er saledes bestemt til f/(z) = 2 - .

Med stort set samme fremgangsmade kan man ligeledes bestemme den afledte
funktion af mange andre funktionstyper. De mest geengse funktioners afledte
funktion er opsummeret i felgende saetning.

Afledte funktioner for simple funktioner
For en funktion f kan den afledte funktion f’ bestemmes i folgende
tilfeelde af simple funktioner.

f@=a" = f@)=nqo"
f@)=sin@) = ()= cos(a)
f@)=cos() = f()=-sin)
flz)=a" = f'(z)=d"- In(a)
@)= = [@)=¢

f@) = log(a) = J'@) =+

Differentiable funktioner

Det er ikke alle funktioner der kan differentieres. Dem der kan, kaldes differen-
tiable funktioner hvilket betyder at man for hver veerdi af z i definitionsmaeng-
den geelder at man kan bestemme en entydig veerdi af den afledte funktion
f'(z). For at en funktion kan veere differentiabel skal den for det forste veere
kontinueer dvs. ssmmenheaengende. Derudover ma den ikke have nogle knaek
som gor det umuligt at bestemme en tangent med en entydig haeldning. Pro-
blemet er vist i figuren nedenfor hvor funktionskurven har et knaek og derfor
er det umuligt at bestemme en haeldningen pé tangenten i dette punkt.

y=f'(z)

Det ses ydermere i den nederste figur der viser den afledte funktion, at hvis en
funktion har et kneek vil det betyde at dens afledte funktion ikke er kontinueer
dvs. sammenhaengende idet den i punktet for knaekket vil springe fra en veerdi
til en anden uden at kunne bestemmes i selve punktet.

Dette betyder at betingelsen for at en funktion er differentiabel er at dens af-
ledte funktion veere kontinueer. Denne betingelse kan formuleres ved brug af
folgende greenseveerdier:

lim (f’(x—Ax)) — f'(z) samt lim (f’(wm)) - f'(z)

Ax—0 Ax—0



