Omskrivning af algebraiske ligninger

En ligning er et matematisk udsagn, der ved lighedsrelationen (symbolet =)
angiver, at udtrykket pa venstre side af lighedstegnet repraesenterer den sam-
me talveerdi som udtrykket pa hejre side af lighedstegnet. Ud fra denne be-
tragtning kan der opstilles nogle regler for hvilke omskrivninger, der er gyldi-
ge for ligninger.

Betragter man f.eks. ligningen 4 = 4 er denne &bentlys sand, idet der star sam-
me talveerdi pa begge sider af lighedstegnet. Leegges nu talveerdien 1 til pa
begge sider af lighedstegnet vil talveerdien stadig veere lige stor pa begge sider
og man kan heraf udlede at:

4=4 & 4+1=4+41 & 4+1=5
Man kan altsa ud fra denne udledning ogsa sige, at 4 + 1 = 5 er sandkt.

Erstatter man nu venstresiden pa den oprindelige ligning med en ukendt veerdi
x sédledes at der stdr x = 4 kan man gere samme udledning som fer hvor man
leegger talveerdien 1 til pa begge sider:

r=4 & z+1=44+1 & 2zxz+1=5
Udledningen siger, at hvisx =4sderz+ 1 =5.

Dette eksempel er dog en smule atypisk idet den indledende ligning faktisk
angiver talveerdien for den ukendte x. Et mere typisk problem kunne veere at
man vidste at ligningen = + 1 = 5 er sand og heraf ville udlede talveerdien af
x. Dette kan gores ved at treekke talveerdien 1 fra pa begge sider:

r+1=5 & z2+1-1=5-1 & zw=4
Hvis z + 1 = 5 sd md der geelde at v = 4.

I forskellen péd de to ovenstdende udledninger ligger en vigtig pointe. For at
komme fra ¢ = 4 til © + 1 = 5 blev der lagt talveerdien 1 til pa begge sider af
ligningen, hvorimod der, for at komme fra x + 1 = 5 til « = 4, blev trukket
talveerdien 1 fra. Der er altsd udfert den direkte omvendte omregning ved de
to udledninger, idet det omvendte af at leegge talveerdien 1 til er at treekke
talveerdien 1 fra. Dette er en vigtig pointe for at forstd hvordan man leser en
ligning ved direkte omskrivning.

En ligning kan altsa betragtes som selve losningen, der er pakket ind i en raekke
af omregninger. Betragter man f.eks. ligningen 2 - # + 1 = 5 kan denne frem-
komme pa folgende made hvor lesningen « = 2 hvor der forst er ganget med
2 og derefter lagt 1 til:
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Losningen kendes dog ikke péd forhand men opnas ved at udfere de omvendte
omregninger hvilket vil sige forst at traekke 1 fra og derefter dividere med 2:

2-x24+1=5 & 2-2+1—-1=5-1
& 2-x=4

2-x 4
< 5 =3

Fjerner man mellemregningerne fra udledningen kan man se, at man har op-
naet implikationen:

2-xz+1=5 & x=2
Sprogligt kan denne implikation leeses som:

Hvis det gelder at 2-2+1=5

s& galder det ogsd at x =2

Ud fra denne implikation har man nu fundet frem til, at den ukendte talveerdi
x er lig med 2 hvormed ligningen er lost.

Reglerne for omskrivning af ligninger, ved addition og multiplikation, kan op-
summeres ved folgende seetning.

Omskrivning af ligninger

Hyvis to vilkarlige udtryk a og b er lig med hinanden, kan begge udtryk
omskrives med udtrykket c ved folgende regler og derefter stadig veere
lig med hinanden:

a=b & a+c=b+c

a= & a—c=b—c

a= & cra=c-b hvor ¢#0
a= & %:% hvor c#0

I nogle tilfeelde vil én ligning kunne omskrives til en disjunktion af to forskelli-
ge ligninger, dvs. et enten/eller udtryk. Et eksempel pa dette er nér et udtryk er
givet i 2.potens som f.eks. ligningen 2> = 4. Her kan man umiddelbart se, at
x = 2 vil afstemme ligningen, men ved naermere eftertanke vil = -2 ogsa vae-
re en mulighed for at afstemme ligningen. Man kan derfor udlede et enten/eller
udtryk:

=4 & z=V1V z=-V4

Princippet kan generaliseres til folgende seetning.

Rodder af et kvadrat
Hvis kvadratet af et vilkarligt udtryk a er lig et positivt udtryk b (dvs.
b > 0) kan fortegnet af udtrykket a ikke bestemmes direkte heraf:

a?=b & a=vVb V a=-Vb

Et andet eksempel pa en ligning, der kan omskrives til en disjunktion, er den
sakaldte nulregel. Nulreglen siger, at nar to udtryk ganget sammen giver nul
sd ma det geelde at et eller begge udtryk er lig med nul. Et eksempel pa dette
er ligningen (z + 1) - (x — 1) = 0 som kan omskrives ved nulreglen:

(z4+1)-(z—-1)=0 < 2z+4+1=0V z—-1=0

Nulreglen kan generaliseres til folgende udtryk:

Nulreglen
Séfremt produktet af to vilkarlige udtryk a og b er lig med nul er det
ensbetydende med at et eller begge udtryk er lig nul:

a-b=0 & a=0V b=0

Test af losningen til en ligning

En lgsning kan testes ved at indseette de fundne veerdier i den oprindelige lig-
ning - hvis ligningen reducerer til et udsagn der er sandt er lesningen korrekt.

Betragt f.eks. folgende ligning hvor det skal underseges om = = 2 er en losning
til ligningen:

J-x=8—x

Ved at anvende en konjuktion af de to ligninger kan det udledes om losningen
er korrekt:

3rx=8—-x AN =2 & 3:2=8-2 & 6=6

Ergo idet ligningen 6 = 6 er sand kan det konkluderes at = 2 er en korrekt
losning til den oprindelige ligning.

Det undersoges herefter om = = 3 ogsa er losning til ligningen. Dette gores ved
at erstatte den ubekendte talveerdi «+ med talveerdien 3 i ligningen:

3rx=8—-2z AN =3 & 3-3=8-3 & 9=5

Heraf ses, at © = 3 resulterer i en usand ligning 9 = 5 og det kan derfor kon-
kluderes at 2 = 3 ikke er en losning til den oprindelige ligning.



